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PLADERS BEREGNING VED DIFFERENS,
LIGNINGER l).

Af P. M. FRANDSEN.

For middeltykke plane Plader med konstant Tykkelse er den fund a,
mentale Differentialligning forlængst angivet først af Lagrange 1813 (dog
uden Bevis) og senere (med fuldstændig Begrundelse) af Poisson 1829.
Undersøgelserne vedrørende Randbetingelsernes Formulering er ligeledes
afsluttede navnlig ved Arbejder af Poisson 1829, Kirchhoff 1850 samt
især vedrørende Vridningsmomenters Virkning paa Pladeranden af Kel,
vin & Tait 1867.

Lagrange's Ligning er af 4. Orden, og de første Løsninger af denne
skyldes Navier 1820 og Poisson 1829, og siden da er en omfangsrig Litte.
ratur opvokset om dette Emne. Skønt Pladeligningerne i liere Henseens
der bliver analoge med de tilsvarende Ligninger for lige Bjælkers 1\10'
menter og Nedbøjninger. savnes dog endnu tilfredsstillende Beregnings.
methoder for Plader i Lighed med de for Bjælker kendte Methoder, hvilke
sidste ved Anvendelse af indirekte Belastning kan udledes fra Differens.
ligninger. Differensligninger for Plader er ogsaa forsøgt navnlig af N. J.
Nielsen') og H . Marcus'), uden at man dog kan sige, at Sagen endnu er
klaret til Bunds. Et Forsøg paa yderligere at klarlægge Forholdene ved.
rørende Pladers Differensligninger skulde dette Arbejde være.

Pladers Differentialligninger.

For en plan vandret Plade med konstant Tykkelse h og paavirket af
lodrette Kræfter (Belastninger og Reak tioner), bliv er Snitkræfterne i
Pladens Normalsnit alene Bøjnings. og Vridningsmomenter samt lodrette
Forskydningskræfter.

I) Forelæst i Selskabets Møde den 16. April 1929.
2) N.}. Nielsen: Bestemmelse arSpændinger i Plader ved Anvendelse af Differens ­

ligninger (1918) København 1920.
I) H . Marcus: Die Theorie elasfiseher Gewebe und ihre Anwendung auf der Be,

rechnun g elasfiseher Platten. Armierter Beton 1919.
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Fig l.

positive Retninger for Snitkræfterne
Ved Pro jektion paa Z.Aksen

I Fig. l er vist et infinitesima!t Elem ent af en Plade henf ørt til et
retvinkl et Koordinatsystem med Begyndelsespunkt i Midterplanen, X.
og Y.Akserne beliggende i denne og Z.Aksen vinkelret de rpaa. Plade.
elementet er losskaaret ved fire N ormalsnit pa rvis parallelle med X Z.
og y Z.Pl an en. S n i t k r æ f t e r n e er angivne ved der es Værdier pr .

x x Længd eenhed af Snittene og an.
tages at variere kontinuert fra Snit
til Snit. Af Definitionen for Snit.
kræfter følg er for Vridningsmornens
terne , at Mxy = Myxo

Idet den givne lodrette Belast.
ning er p pr. Arealenhed, faas med

. de i Fig. l angivne Betegnelser og
følgende Ligevægtsligninger :

st. st.
~ dxdy + il; dydx + pdx dy =O.

Ve d Momenter om Elementets Kanter

il:Xxx dx dy +il:;.dydx - T.dydx = O,
ilM. ilM

ilx y dx dy + il;y dy dx - Tydxdy = O,

hvoraf ved Reduktion

(I)

og

ilT. + ilTy _ _ P
ilx ily -

T = ilM.. + ilMy.
x (}x oy '

T = ilM.y+ ilMyy.
y ilx ily

Snitkræfternes Variation for forskellige Normalsnit gennem sa mme
Punkt af en Plade faas ved Betragtning af det i Fig. 2 viste Plade.
element.

Idet Snitkræfterne i det skraa N orma lsnit s (Længde ds) med Normal
n ( L xn = II) kaldes M nn , M nx og Tn • faas Ligevægtsligningerne

Tnds = T.dy + Tc dx ,
Mon ds = (Mxx dy + My. dx) cos O+ (Myydx + M.ydy) sin O,
Mnxds = - (Mxxdy + My. dx) sin O+ (Myydx + M.ydy) cos II,

hvoraf findes ved Reduktion:
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T. = TKcosO + TysinO,

M•• = Mucos'O + Myy sin'O + 2MKy sinO cosO,
Mm= (Myy - Mu) sin Ocos O+ MKy(cos' O- sin' O).

(3)

} (4)

Af Ligningen fo r M.. og de n tilK
svarende fo r Bøjningsmomentet M,u paa
et derpaa vinkelret Snit (L xs = 90+O)
faas ved A ddition, at

M•• + M" = Mu+ Myy, (5)

hvorved angives, at
Summen a f ~ øjnings moment crne t o paa hi nanden

v i n k cl r e t t e N o r m a l s n i t e r k o n S t a n t.
D e f o r m a t i o n e n af Pladens Midterflade bestaar i, a t de n antager

Form af en svagtkrummet kontinuert Flade, N e d b o j n i n g s f l a d e n,
hvis Ordinater u ( positive med Z) maalte fra X Y.Planen kan behandles
som (uendelig) srnaa i Forhold til Pladen s Udstrækning.

Fo r det i Fig. I vis te Pladeelement udl edes Nedbo jningsfladens Krum.

o'u o'u o'uninger ,.. og ,.. samt Vridningen ,..---,--- direkte af Snitkræfterne ved
ux - uy- uxuy

Superposition af Virkningerne af de to Bøjn ingsmomenter Mu og M,')'
for sig og af Virkningerne af de to Vridningsmomenter MKy og MYK
fo r sig, idet Enkeltvirkningerne er som de fra bøjede Bjælker o g vredne
Prismer kendte.

Ka ldes Ma terialets Elasticitetskocffieienter E og G og Poisson's For,
hold >, faas, id et 1 = -,l,h3, følgen d e Enkeltkrumninger : J

<
~~

f M l MXK . XZ PI + MXK.
ra xx a ene - El l ~ anen og v El l

fra M yy alene + >'il; i XZ,Planen og - ~7 i

De resulterende Krumnin ger bliver da :

YZ .Planen,

YZ,Planen .

Fra MK, og MYK faas Vridningsvinklen

ener

(6)

(7)
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For Snitmomenterne findes dernæst, idet D =~ :1 - v!

(
32u 32u)

Mxx=-D 3x' + v 3y2 '

(
32u 32U)

Myy=-D 3y2 + v 3x2 '

32u
Mxy=-D(l- v) - -.

3x3y

For Forskydningskræfterne faas endelig af (8) indsat i (2) :

T. = _ D~ (32U + 3
2u

) . ,
y 3y 3x2 3y2

(9)

Ved Indsættelse af r, og Ty fra (9) i (l) fremkommer en partiel
Differentialligning for Pladens Nedbøjninger .

(10)

(12)

hvilket er Lagrange's Ligning.
For Plader kan der ligesom for Bjælker angives en anden Form for

Differentialligningen (10), hvorved den spaltes i to partielle Differential­
ligninger af 2' Orden, hvilket sker ved at indføre S k a I a r , M O m e n t e t

U=Mxx+M,'Y (11)
l + v '

som kaldes saaledes, fordi det i Følge (5) er det samme for alle ortho­
gonale Normalsnitpar i samme Punkt. Ved Addition af de to første
Lignin ger (8) faas nu som Differentialligning for N edbøjningslJaden u:

32u 32u U
3x2+ 3y2 = - D .

Differentialligningen for Skalar-Momentfladen U faas af (I), (12) og (9) :

3'U 3'U
3x' + 3y2 = - p, (13)

Ligningerne (12) og (13) kaldes Poisson's Ligninger.
Baade u og U er herefter at opfatte som Skalar-Potentialer og deres

Gradienter, Tangentvinklerne t = grad u oll Forskydningskræfterne T =
grad U som Vektorer med Aksekomposanter

3u
fx = øx'

3u
ty = -

3y
og r , = ~Ux' T. _ 3U.

u y - 3y
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For en vilkaarlig Retning n faas

Ou ou ou
In = on = Ox cos (xn) +oy cos (yn),

su oU oU
T; =,-- = ,-- cos (xn)+-.. cos (yn).

vn vx vy

Udtry kket for T« er ogsaa fund et ovenfor i Ligning (3).
Ra nd betinge lse rne for Plader, der er simpelt und erstøttede paa plane

polygonale Randkurver. bliver

U= O og u =O. (IS)

Saa da nne Plader er da st atisk bestemte i sa mme Fors tand som simpelt
unders tøttede Bj ælker. I dette Tilfælde kan nemlig de to Poisson'ske
Differen t iallign inge r (I 2) og (13) løs es hver fo r sig derved , at man
først bestemmer Skalarmomentfladen U og derefter N edbø jningsfladen
u. Ved and re Randkurver") end Polygoner er simpelt understøttede PIa,
der statisk ube stemte ligesom ind spændte og kontinu erlige Plader samt
Plader med fr ie Rande.

Et ans kueligt Billede af U , og u-Plader ne for statisk bestemte Plader
faas ved N edbøjningsfladerne for en over Pla dens Randkurve med kor»
stant Spænding udspændt elastisk Hinde (Membran), naar den belastes

med henh oldsvis p og ~ pr. Arealenhed. For sa adanne Nedbøjnings­

flader') er N edbøj ningso rdinaterne ved R anden nemlig Nul ligesom Rand,
væ rdierne af U og u for statisk bestemte Plader, og Differentiallignin­
gern e vises let at have samme Form som (I2) og 13). De her omtalte
Ned bo jningsfladcr kalde s i det følgende S t r æ k f I a d e r.

Hjælpesætninger.

Ved A betegnes en kontinuert Vektorfunktion (Aksek omposanter AK>
A y , A, i et retvinklet Koordinatsystem X, Y, Z) .

Ved U be tegnes en kontinuert Skalarfunktion.

Diverge ns a f en Vektor A er en Skalar, som definer es ved

1) Ved saadanne er Ran dbetinge lsen for U. idet Kurven kaldes s, dens N ormal n
og Krumningsradien (J.

U = M _ D(l _ Vl (o' u + l. oU) .
nn i)~ (J dn

' l Srnl. P"ndtl's Spændingsflade ved Vridning . Phys. Zeitschrift 1903, Bd. 4.
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G radiente n af en Skalar U er en V ektor, som betegnes

grad U

~U ~U ~U
og har Aksekomposanterne ~x ' ~y ' ~.

Divergens af en Gradient grad U er en Skalar, som betegnes

. <l'U <l'U <l' U
div grad U = TQ +TQ +,.. = Li U.vr vy- uz:

Tegnet Li kaldes Lap/aces Operator.

For et lukket Rum R med O verflade O (Norma ler n). som vist i Fig. 3.
kan Rumi ntegralet a f div A

~ div A- dR = ~ (~Ax+~Ay+~A,) dxdydz
R • R <lx åy <lz

Fig. 3. hvor

A n= A x cos (xn) + A y cos (yn) + A , cos (zn)

,. • betyder Projektionen af A's Overfladeværdier ind pa a Overfladenorma-
"- 1 J\\~ ~ . ~

" l L.;,... len ~ .... }~•.<'-t '-r )..., «...1..0--- ') 1-" \ .......M, • • ."....t-.....,~.'-' ...... ,
'I - A1 tsaa \divA .dR='An.dO. . ' ( 16) k~

"R Jo
l.I ,w,. ~ l'~, " ....4-~\ r "~''''

Denne Integralformel kaldes Gauss's Ligning.
Er i Gauss s Ligning Vektoren A specielt en G radient grad U, bliver

div A = div grad U = d U
og

so ~U so <lU
An=~ = ~x cos ( xn ) + ~y cos (yn) +~ cos ( zn) .

saa at Gausss Ligning bliver :

. . ~ U

~ LiU · dR = ~ - · dO.
R o ån

(I 7)

Er Vektoren A sp eciel t et Produkt af en Skalar U og en Gradi ent
grad Ul, bliver Gauss s Ligning :
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[ [ st)
.1 (ULJU, + (g rad U" grad U)) ·dR = ) U --,--!·dO.
'R . 'O un

Ved O mbytn ing af U og U, her i udledes paa samme Maade

~ (U.LJU + (grad U, grad U,))· dR = \ U, dU .dO.
R ' 0 dn

t;4.. ' i> ' " .r;..Id et Skalarpro d ukte t '
dU. su oUt su dU, d U

(grad U" grad U) = -,- ..,+-,-.., +-,-.., = (grad U, grad U.).
ux ux uy uy uz uz .

faas ved Subtrak tion af de to sids te Integralformler:

r r ( dU, dU)1 (ULJU, - U,LJU) dR = \ U -,- - U,., dO.
• R ' 0 un on

(I8)

D enne Integralformel kaldes G reen 's Ligning ' ).

s

Variable x og y ( som

A'

r [ ( dU, dU)\(ULJU, -U,LJU)df=.\ UT,; -U, dn ds, (19)

Naar U og U. er Funktioner af 2 uafhæn g ige

ved Plad er) inde nfor en plan Flade f begræn - . 'f---------~
set af Randkurven s (Normaler n) , so m vist
i Fig. 4, bliver Green' s Ligning

hvor ven stre Side nu er et Fladeintegral, som
ud strækkes ove r alle Arealelementer af Fladen f , )..
medens hejre Sid e er et Linieintegral, som
udstrækkes over all e Elementer af Randkurven s.

Fig. 4.

D en Retningsafledede for Randkurvenormalen dOn og Leplsce's Operator LJ

betegne r her henholdsv is

d d o-} =, cos (xn ) +- cos (yn),
( n vx dy

()! ()2
LJ = - + - ·ox' dy'

Naar U og U, er Funktioner af I Variabel x (som ved lige Bjælker)
ind en for en Strækni ng AB af X,Aksen (se Fig . 5) . faar Green's Lign ing
Formen

1) Beviset her er nærmest taget fra: Gans : Einftihrung in die Vektoranalysis.
Greea 's Ligning er en Udvidelse af Maxwe1l6Bdti's Sætning, og Beviset kan for

Plader føles ved Hjælp af Arbejdsligriingcn pa a sædvanlig Maade.

~ f~~d """:" 'r- '1 .,J ?........u i ".(4.- ,,~ f- .. .}.f'-/b- 1" (?......pA..! It.. J

.t. ~ ~""';"~ 'i <- ...f It. t: IJd~l-:....?- 1 ..: f-t..kl i . . 't f<-v>f"r{~~
" .~(• .' '""" .'''' ,/.:..( ..u ', ~_ U W oA...{ ...tlo.... -$-' ..,{ .q<--<-.
( ft~ ) f..... IWwI-}..~ ( ~ flt O I ,~~~6v ......../~ f/6~t..... (~ . -.1.,.
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re I 3UI 3U I"
,(UdU' - ' U, d U)dx= U - - U' - I'
' A 3n 3n A

( 20)

o -1" hvor venstre Side er et Linieintegral for Stræb
/1 15 ningen AB og højre Side Differensen mellem

Fig. ·5. Grænseværdierne for de indgaaende Størrelser
cl d d2

ved B og A , idet - = - og d = -·
3n dx dx'

Green'ske Funktioner for Plader.

Green's Ligning (19) frembyder sig umiddelbart til Løsning af begge
de Poisson 'ske Differentialligninger (12) og (13), som ved Benyttelse af
Lsplece's Operator skrives :

U
d U=-p og d u = - D ' (21)

Af de to i Green's Ligning indgaaende Funktioner U og Ul kræves,
at de skal være eentydige og kontinuerte indenfor Pladen, medens de
ellers kan være uafhængige af hinanden. For at faa explicite U d tryk for
Funktionsværdien U. af U i et vilkaarligt Punkt a vælges U, som et
dertil egnet partikulært Integral af Ligningen d UI = O. Funktion er af
denne Art er Green 's Funktioner.

Green's Funktion G tilfredsstiller Ligningen d G = O i alle Pladens

Punkter ( und tagen i Punkt a, hvor .dG - - ~f) og har Værdien N ul

langs Pladens Randkurve s (Normal n) .
Af Green's Ligning (19) faas da :

(
1 J.r, ( 3G

U. - dfJ"--- ~,GdU df = JYon ds.

For en vHkaarligt understøttet Plade faas heraf, naar U f, Eks. betyder
Skalarmomentet for en Belastning p, og altsaa d U = - p

Sættes her i

faas

, ~ ( 3G)U. = ~ G · p df + U , - - ds.
. , · s Iln

Ua, o = ~ G ·p df ,
f

(22)

( 23)
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Specielt for en simpelt understøttet polygonal Plade, hvor U = o langs
Randen, bliver

U. = Ue, o= ~p.pdf.

I Analogi med tilsvarende Betegnelser i Bjælketeorien kaldes U•.o det
simple Sk a l a r vM o m e n t i Punktet a, og G ses da at være Influensfunk­
tionen (,fladen) for Skalar-Momentet ').

Samme Betragtninger kan anstilles ved Bestemmelse af Nedbøjningen u"
efter at Skalar-Momenterne U er bestemt, blot at man nu belaster med

~ og bestemmer u. som Skalar-Moment for denne Belastning.

Det er i denne Forbindelse værd at lægge Mærke til, at da G tilfreds,
still er en Poisson'sk (Lap.lace'sk ) Ligning

LiG=-k(k =O undtagen i Punkt a, hvor k = df)
og er N ul langs U nderstetningskurven s, kan dens Funktionsværdier
(ligesom U og u for statisk bestemte Plader) opfattes som Strækflade­
ordinater for Belastningen k. Kraften k -df = l kaldes den tænkte Be-
lastning. tf fV-lf

Ved Plader bliver G's Funktionsværdier som bekendt uendelige i Om'
egnen af det betragted e Punkt a. og da Bestemmelsen af G ofte er om ,
stændelig og tilmed kun gennemførlig for specielle Randkurveformer, er
Funktionen G for Plader ikke umiddelbart praktisk anvende lig i denne
Form. Ved Bjælker faas derimod endelige Ordinater overalt, idet Green's
Funktion her er den bekendte Influenstrekant (for det simple Moment)
med Toppunkt i det betragte Punkt a.

l) Anvendes (24) paa en lige vandret simpelt understøtt et Bjælke AB af Længde l.
paavirket af en lodret Belastning p samt af Momenterne MA og MB ved Enderne.
Faas af (20) , idet U~ her bliver Momentet M~ i Punkt a med Afstandene x og x'

fra henhold svis A og B, den bekendte Formel

hvor

x' x
M. =Me, o+ MAT + MB / ·

M•. o= ~G .pdx.

og G Influensfunktionen {dinien] for det simple Moment M~ . o.
Med tænkt indirekte Belastning og Knudepunkter alene i A , cl og B faas, naar

Pol er Knudepunktstrykket i 3 . og altsaa Mol ,o = P.l. x;'.Momentformlens Differens.::

form

, , >



54

(.-~\. ~.., ,
: (5,', .. .'.... -~

Grunden til denne Forskel er , a t de to Tilfælde kun tilsyneladende er
analoge. En nærmere Betragtning ,v iser , at der til den tænkte Belastning
ved Bjælker (betragtede som Pladestrimler med cylindr isk Deformation)
sva rer en Lini ebelastning ved Plader (og ikke en Punktbelastning). Ved
Bestræbelser, der gaa r ud paa at bringe Pladers Beregning pa a samme
Form som Bj ælkers, ligger det da nær at forsøge med saadanne Green'ske
Funktioner . der fr emstilles ved Strækflader for Liniebelastninger.

lJ r x Green'ske Funktioner svarende til Linie,
<-.....«1 belastninger kaldes i det følgende F. I Fig. 6"'" ~ er vist en Liniebelastning ir; pr. Længde,

enhed af Kurven a (Normal v) for en Stræb
Hade med Understøtningskurve s (Normal n)

s
n lig Pladens Understøtningskurve.

Funktionen F skal da tilfredsstille LIF= O
undtagen paa a og have Værdien Nul langs s.

Fig, 6. Af (19) følger, idet a udskæres t) ved det i
Fig. 6 viste punkterede Snit, som da medregnes til Randintegralet,

0- kLlU.df= ~ U.[(df\ _(df\ ] do + ~ U, dF ds
•f • (l dv[: ?J;J+ . ! on

_ ~ F. [(dU) _ (dl!\ ]da.
' (1 av _ (j-vJ+

Da

LlU= _ p, (dU) _ (dU) = O og (df\ _ (dl'\ = ".,
dv _ dv -+- dv)- dv1+

faas
r ( r dF
~ F' pdf=J U. 't.do + ~ U,-ds
t f (1 ' s an

ener

~ U. ~ .da = ~ F-pdf+ ~ U.(- d,F\ds.
(1 ., ' s (j~)

(25)

Ligning (25) er ganske analog med (22), men venstre Side udtrykker ikke

~. explicit.
Som U n derst øt ning for Strækfladen til den tænkte Belastning er man

ikke bunden til udelukkende at benytte Pladens Randkurve, men kan t il
Optagelse a f Strækfladens lodrette Lejetryk b rug e en vilkaarlig ande n
lukket Kurve s (Normal n) R e a k t i o n s k u r ven, beliggende i XY,Pla,
nen og indenfor Randkurven, medens denne sta d ig optager Strækfladens
Horizontaltræk.

Idet den tænkte Bel astning herved maa anbringes indenfor Reaktions,
kurven s, faas henholdsvis for Punktbelastning (for G) og Liniebelast-

l) Sml. Gans I. c.
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nin g (for F) Fonnler gan ske som (22) og (25), hvis Integraler dog nu kun
skal udstrækkes over Omraadet indenfor Reaktionskurven s og over selve
denne.

Fordelen ved Anvendelsen af saadannc indre Reaktionskurver er. at
man kan vælge disse vilkaarligt og saa bekvemt som muli gt for Funk,
tionerne G og F, hvilke nu bliver uafhængige af Formen for Pladens
Randkurve.

Pladers Di{ferensligninger.
l. Reakfionskurven en Cirkel.

At G = O lang s s (r = Å), ses umiddel­
bart, og at LiG = O, vises let ved Diffe­
rentiation. Da endvidere

x
I Å

G = -[-·
Z~· r

~G l
-;);:- = - Z~ r '

(Z6)

Fig. 7.

For en Plade med
mentet

. - ses ogsaa, at den tilsvarende tænkte Belast,
ning er en Enkeltkraft I i Centrum.

Belastningen p faas dernæst af (ZZ) for Skalar -Mo-

u, = ,2, l" -ZI [ Å. prdrdO + \,2" U, (ZIl ) ds.
"0.'0 il r .\ :'l .

Som bek endt St ørrelse, naar Belastningen p er givet. sæ ttes heri:

,..2:T 0" .

P, = -ZI \ dO\ [.2. prdr,
71 ,'0 "0 r

hvorefter faas :
,. 2:T

U, = P, + -ZI ( U, dO
il .\

ene r

'

2'

P, = U, - fe U, so.
_ il ' o

(Z7)

(Z8)
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nin g (for F) Fonnler gan ske som (22) og (25), hvis Integraler dog nu kun
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denne.
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man kan vælge disse vilkaarligt og saa bekvemt som muli gt for Funk,
tionerne G og F, hvilke nu bliver uafhængige af Formen for Pladens
Randkurve.

Pladers Di{ferensligninger.
l. Reakfionskurven en Cirkel.

At G = O lang s s (r = Å), ses umiddel­
bart, og at LiG = O, vises let ved Diffe­
rentiation. Da endvidere

x
I Å

G = -[-·
Z~· r

~G l
-;);:- = - Z~ r '

(Z6)

Fig. 7.

For en Plade med
mentet

. - ses ogsaa, at den tilsvarende tænkte Belast,
ning er en Enkeltkraft I i Centrum.

Belastningen p faas dernæst af (ZZ) for Skalar -Mo-

u, = ,2, l" -ZI [ Å. prdrdO + \,2" U, (ZIl ) ds.
"0.'0 il r .\ :'l .

Som bek endt St ørrelse, naar Belastningen p er givet. sæ ttes heri:

,..2:T 0" .

P, = -ZI \ dO\ [.2. prdr,
71 ,'0 "0 r

hvorefter faas :
,. 2:T

U, = P, + -ZI ( U, dO
il .\

ene r

'

2'

P, = U, - fe U, so.
_ il ' o

(Z7)

(Z8)
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Linieintegralet i (28) angiver Middelværdien af U langs Reaktionskur­
ven s, og dette kan om ønskes opløses i en Sum af Middelværdier for
vilkaarlige Partier af denne. Formel (28) kan derfor anvendes til Dan,
nelse af Differensligninger for Middelværdier af U.

For Punkter af en Plade bestemt ved et Kvadratnet med Maskevidde
J. kan man herved gaa frem som vist i Fig. 7 for Partiet om Punkt a.
Idet Ub U2 , U3 og U. er Middelværdier af U for hver af de fire Kvadran­
ter af Cirklen, som har Kvadratnetspunkterne l, 2, 3 og 4 til Midt,
punkter, faas af (28)

l n ( )P. =U'- 2n'· Z UI +U, +U3 +U.

+U2

- 4P. = + Ul - 4U. +U3 •

+ U.

} (29)

For Nedbøjningsordinaterne LI fa as en lignende Formel, blot at der

(27) sættes ~ i Stedet for pI).

Specielt for en ensformig fordelt Belastning p faas af (27) 4P. = pl2.
Differensligninger af denne Art svarende til en rektangulær Inddeling

af Pladen vilde man faa af en Green'sk Funktion G for en elliptisk Re ,
aktionskurve.

Fig. 8.

x

• >
-c
l

... .....
r-.J-- -----,

5-": ..s',, ,
I ,
"-:l--

____ ..J

...

to Sidepar. For hver af de

2. Reaktionskurven et Rektangel.

Er Reaktionskurven .et Rektangel ,
og sker Liniebelastningen langs et
Kors, hvis Arme Åx• l~ og ly, i.~ er pa;<
rallelIe med Rektangelets Sider, hvorved y-'

dette deles i fire Ruder, som vist i
Fig. 8, kan som Green's Funktion F y
bruges Ligningerne for fire hyperbolske
Paraboloider med Ordinater N ul langs Y "

Reaktionskurven og fælles Ordinater
(som varierer efter rette Linier) langs )..
Belastningskorset. 'f

Akserne i Hovedkoordinatsystemet
(x, y) lægges parallelt med Reaktionskurvens

. ~.

l) Ligning (29) for U eller u stemmer overens med den Form for Pladers Differens"
ligninger. som angives af N.]. Nielsen I. C., men er dog en Forbedring, idet
Knudepunktstrykket i (29) er veldefineret.



57

fire hyperholsk e Parabclorder F vælges et dermed parallelt sekundært
Koordinatsystem (~, I)) med Begyndelsespunkter i Reaktionsrektangelets
4 Hjørner.

I hv er Rude bliver Ligningen for F da a l Formen

_ ~ " l
F -FXJ"~'"x f. y

(30)

hvor F x}' er Funktionsværdien i Korsets Midte.
At disse Funkt ione r tilfredsstiller Randbetingels en F = O langs Reak.

tionsrektangelets Sider og d F = O i alle Punk ter af Ruderne, ses umide
delbart.

T il Betegnelse af de to Sæ t rette Lin ier , Systemliniern e i Belastnings, og
Reaktionskurve anvendes N ummerering af deres Skæringspunkter med
Hovedkoord ina tsystemets Akser, saaledes som vist i Fig. 8. Størrelser.
som refererer sig til en Linie, faar Liniens N ummer som Enkelt index, og
Størrelser, som refererer sig til ct Punkt. faar de to skærende Liniers
N um re so m Dobbelt index I·x og I.y kald es Faglængderne .

For en Plade med Belas tn ing p findes nu af ( 25) for Skalar-Mo menterne ~--l - ,

l<. ,( ~

'rv "-'- JJ.t.,
~~

-. ... .. "'I( ~.

Al" " ~ _
«"

(31) U, ( - ;r:,.
1.., f, f
~ 4~" ( . _ ';\ .'
• A. "'3
.Jv..t l ec! c.

,W .l.t Zv. ob ..

o~ o-e,~.-t.:e'WVf;-..,.t d c
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Ved Division med Fxy paa begge Sider af Lighedstegnet bliver venstre
Side

~
• F

Pxy= -F pdxdy .
f xy

(32)

DaF :Fxy er lig l i Punkt (x , y), ses , atPxy betyd er Knudepunkt s,
t ry k k e t i P u n k t (x, y), naar Belastningen tænkes at virke indirekte
paa Pladen gennem et simpelt understøttet Ristværk i hver Rude. .

Ved samtidig Omordning af Leddene paa højre Sid e af Lighedstegnet
i (31) faas Formen:

,
~ ~ Y(Ux-'.- Ux UX-UX+I ) di: 'i 'i1.y. o I.x 'X

"+],-\" ( UX- ' - u. u, - UX+l) 'd r
l y ..o l ... ).~ 'i 'i

- PXy = x (33)

+!-\ X(UY_I_Uy U; - UY+I) "d"
;"x"'

o
J.y l ' ~ ..,y

x

+ -.!. ~ x( UY- l - o, o, - UY+I) c d'"
}'K. O l y l ' "''''.'y

De paa højre Sid e af Lighedstegnet i (33) indgasende Værdier af U
he nhø re r udelukkende til Rcakticnsrektangelets og Belastningskorsets Li,
nier, Systemlinierne, og Leddene pa a højre Side ses sa aledes at betyde
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T rykkene fra de paa nævnt e linier staaende ~,Flader forde lt paa Belas t,
J.

ningskorsets Endepunkt er og Midtpunk t efter Reglerne for indirekte Be.
lastning som ved Bjælk er.

Man k an derfor som vist i Fig. 9 ligesom ved Bjælker dele Systemlin ie
ernes U,Flader i en nedre tra pezoidal Del , som e r bestemt alene ved Vær,
d ierne af U i Sys tempunkterne. og en øvre D el (A elle r A'), som afhæn­
ger af U el-ladens Forlø b mellem disse Punkter.

Som Ligning for Systempunktern es U,Værdier fremkommer her efter
Iolge nde Form :

fax-l . y-I U x-l .·r-I+lt x. y- l u; y- I +(.(x+ l . y-l Ux+ l . y- l + } .
- Pxy=1·· l aX- 1.y Ux- I,Y - 8axy u; + ax+I,y Ux+I, y + + [A lxy, (34)

a x-l . y+ l Ur-l. y + l + a x,Y+ IUx.y+l + a x+ l , r+ 1Ux+ l , y +l

hvori
_ 1(l y l x) _1( z; z, l~ i.y ) _ ( l y ).~)

ax- I,y_ I- -, lx +ly' ax,y- I-Z 2 1y -J.x+2 )'Y- l~· ax+ l.y_ I-~ l~+l,,'

a' _I, y =//-~ -)':+ 2')',,- i.x) . axy=l·x+),y+)':+l:;+ l:~+J.~+J.~+ ~.~,).\ z, l y z, z, \ ly Ix z; J.x -. z; z, J·x

{
l y z; ).~ . ).~) (l~ l x)

ax+l,y =~ 2,.-- , +2 ,.-- ,.- , ax- I, y+I= -i' , + " .
"x I,y "x " Y "x J.y

_ ( l x z; z; ).~) _ 1 (J·~ ).~)
ax . r+ 1 - t 2 ;.; - J'J(+ 2 ).~ - J.: . a x+ J"'+ J- ~\)..: + l~

og

[A[••~ j

In ddeles hele Pl aden i rektangulære Ruder ve d to paa hinan den vinkel,
rette Systemer af parall elle Lin ier me d N ummere r ing som antydet i Fig.
8 og 9 faas for hvert Systempunkt en Ligni ng so m (34). d er ka n udledes af
d en ne ved Æ ndring af Indices. Lign ing (34) kan da opfattes som D i ff e,
r ensligni n g en til Best emmelse af Skalar-Momenterne i Systempunkterne.

Til Bestemmelse af Nedbø jningerne u faas en lignende Differ enslig-

ning, hvor Pxy blot skal bestemmes for ~ . so m Belastning.

Vælges specielt alle F a gl ængder llig e store, bliver alle Værdierne af
a i ( 34) lig l.
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Hvis Faglængderne vælges saa sma a, at U,Fladen kan regnes
(tilnærmet) retliniet mellem Systempunkterne, falder Bidraget [A]...,. bort.

Ved store Faglængder kan Bidraget [Alxy fra A.F1aderne ikke udelas
des. I saadanne Tilfælde maa ma n derfor skø nne A,Fladernes Form mel,
lem tre paa hinanden følgende Systempunkter. Ved Hjælp af Strækfladen.
hvis Hovedform ikke er vanskelig at danne sil! et Begreb om, kan Skønnet
gøres tilstrækkelig godt til allered e ved første Gennemregning at faa en
god Tilnærmelse, som eventuelt kan forbedres ved O mreg ning. Som bru­
gel ige Kurver til Begrænsning af skønned e A,Flader kan i de fleste almin»
del igc Tilfælde med Fordel benyttes Parab elbuer ved kontinuerte Belas t,
niager og Parabelbuer eller rette Linier ved Enkeltkræfter.

Ved rektangulære (ikke altfor aflange) Plader kan man gaa helt ned
til e e t Systempunkt paa Pladen , medens Resten ligger paa Omkredsen.
Ved simpelt understøttede Plader opnaas herved ex p Iiei t e U d try k for
U (og u) i ethvert af Pladens Punkter.

Ved meget aflange rektangulærePlader vælges eetSystempunkt for
den korte Led og paa den lan ge Led saa man ge, at Faglængderne bliver
omtrent Halvdelen af den korte Spændvidde. Ved simpelt understottede
Plader faas da eet Sæt G/speyron'ske Ligninger for U og ligeledes for u.

Specielt for eylindrisk deformere de Plader (Bjælker) bliv er med y ,
Aksen som Fr embrmgerretning:

A x-l = A~- l = Ax = A: = A x-!-I = A;-+ I = O,
Ay - 1 <'.l Ar N AY+ 1 og A;_ I N A;. N A~+l .

hvoraf ses, at [A]xy= O. Endvidere er

U x- l, y-l = V x- I, y = U x-I , r +1 = !tlx _ l , Ux,y- I = Uxy = U x, r +1 = M x og:

Ux+ t•y - I = U x+ I,y= Ux+ I, y -:-l = M x+1•

Af (34) faas da for Plad ebredden I :

der er velkendt som Bjælkers Differensligning.
At Leddet [A]xy for svinder identisk ved Bjæ lker og ikke ved Plader ,

er altsaa den fundam entale For skel paa de to T ilfæld e.

3. Andre Reaktionskurver.

Green'ske Funktioner kan ant age mange andre Former end de nævnte.
V ed simpelt understøttede polygonale Plader kan man ofte med For ,

del vælge Green 'ske Funktioner, hvis Strækflader fr emkommer ved straa-
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Fig. IO.(35)\" \'
~T" U, dr=.'F· pdf.

· 0 ·f

lefor me t Liniebelastning fra et Punkt til Randpolygonens Vinkelspidser
og saaledes faa r Form af Pyramideflader. Lin ieintegralet paa venst re Side
i ( 25) bliver for hver Belastningslinie pro,
portionalt med dens Ska1armomenters Sum,
da " -, er konstant, og Randintegralet bliver
Nul, da U, er lig Nul. Et Eksempel herpaa
er vist i Fig. 10 for Ce ntrum af en lige'
side t Trekant. Idet (J = r i denne Figur,
Iaas :

Eksempler.
l. Simpelt und erstøttet kvadratisk Pl ad e (Sidelinie l) med ensformig

fordelt Belastning p, Fig. 11 og 12. Beregning af Skalarmemen ter og N ed,
bøjning.

- A...eaz ,.,; ...",
{
~

1::
~

l
4~

Fig. IL

Idet Belas tningsko rsets U,Flader skønnes at væ re Par abler med fælles
\

Ordinat U i Punkt (2,3), som vist i Fig. Il , og Randens U,Flade r er Nul,
Iaas:

A f (32)

P 2.3 = l pl' (0,2,0,3 + 0,8'0,3 + 0,2·0,7 + 0,8 '0,7) = l p/"

og derefter af (33) ;



62

- A."4f/ A; -q5/---I

l
<S•-<

~
?'

r
~1/~ ,'" <, ~_...-- ... (/ .......- ... ....

Fig. 12.

For Midtpunktet (5.5) faas med d e i Fig. 12 viste parabolske u ,Flader
med fælles Ordinat U i Punkt (5.5) og. idet p,., = -} pr-:

l , ( l l ) (2 l l 2 l )- T pI-= - 0.51 +0.51 3 ·T U .0•5I + 2 ·T T u.0•51 ·4.

l 8 ( l)- pr-=- u 1+ - .
4 3 4

U = 10 pr- = 0.075 pr' i Midtpunktet (5.5).
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Naar Pladens Skalars.Momenter saaledes er beregnede Punkt for Punkt,
kan Nedbøjningerne u beregnes paa samme Maade af (33) .

For Nedbøjningen u i Pladens Midtpunkt (5,5) faas (med Leitz's l )

Værdier for U i Tiendedelspunktern e) af (32) :

~
'U xy

P' .l = D ~dxdyJ.x Åy

eller ved at opløse Integralet i en Sum :

Pl,l=~' .0,11·0,11 (0,0736+4 ' 0,0712 · t + 4 ' 0,0633 ' }+ 4 ' 0,0498 · %+ 4 ·O,029O. l

+ 4 ,0,0688 +1-+8 ,0,0612 · ~ · t+8 ·0,0481 ' %'-1+ 8 '0,0282 ·t ·t
+ 4 ·0,0548 ·}·!+8 · 0,0432 . ~ . }+ 8 .0,0256 · t ·}

+ 4 .0 0344 . • . ';+8 .0 0209 . 1 • 2.• .. a , 5 5

+ 4 ·0,0130 · I ·t),
som udregnes til

pi'
P' ,l = D 0,11' 0, 11 · 1,350512,

og af (33) : [. 8 ( l)-L·001350512=--u 1+ - ,
D ' 3 4
3 r [.

u = 10.0,01351~ = O,OO4053~ i Midtpun ktet (5,5) .

2. Simpe lt understøttet Plade af Form som en ligesidet Trekant (Side,
linie s) med ensformig fordelt Belastning p, Fig. 10.

Af (35) fuas for U i Trekantens Centrum, ide t Strækfladepyramidens
T oppunktsordinat kaldes Fo:

371 , \ ' u.« = p ' 3 ~V3 ·tFo,
'0

Fo ~
il , = 2- V3 ,

r

3 ·2 FOV3' -l-Ur =p.3 ~V3 ·tFo ,
r - "Y

U = n pr' i Trekantens Cen trum.

3. Simpelt understøttet kvadratisk Plade, belastet med en Enkeltkraft P
Midtpunktet. Beregning af Skalannomenter i Tiendedelspunkter.

l) Leitz : Die Bcrcchnung der frei autliegenden , rechteckigcn Platten. Berlin 1914.
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