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PLADERS BEREGNING VED DIFFERENS:
LIGNINGERDY.

Af P. M. FRANDSEN.

For middeltykke plane Plader med konstant Tykkelse er den funda-
mentale Differentialligning forlengst angivet forst af Lagrange 1813 (dog
uden Bevis) og senere (med fuldstzndig Begrundelse) af Poisson 1829.
Undersagelserne vedregrende Randbetingelsernes Formulering er ligeledes
afsluttede navnlig ved Arbejder af Poisson 1829, Kirchhoff 1850 samt
iser vedrerende Vridningsmomenters Virkning paa Pladeranden af Kel:
vin & Tait 1867.

Lagrange’s Ligning er af 4. Orden, og de forste Lesninger af denne
skyldes Navier 1820 og Poisson 1829, og siden da er en omfangsrig Litte-
ratur opvokset om dette Emne. Skent Pladeligningerne i flere Henseen:
der bliver analoge med de tilsvarende Ligninger for lige Bjzlkers Mo-
menter og Nedbejninger, savnes dog endnu tilfredsstillende Beregnings-
methoder for Plader i Lighed med de for Bjelker kendte Methoder, hvilke
sidste ved Anvendelse af indirekte Belastning kan udledes fra Differens-
ligninger. Differensligninger for Plader er ogsaa forsegt navnlig af N. J.
Nielsen?) og H. Marcus®), uden at man dog kan sige, at Sagen endnu er
klaret til Bunds. Et Forseg paa yderligere at klarlegge Forholdene ved:
rorende Pladers Differensligninger skulde dette Arbejde vzre.

Pladers Differentialligninger.

For en plan vandret Plade med konstant Tykkelse h og paavirket af
lodrette Krefter (Belastninger og Reaktioner), bliver Snitkrafterne i
Pladens Normalsnit alene Bajnings: og Vridningsmomenter samt lodrette
Forskydningskrafter.

) Forelast i Selskabets Mede den 16. April 1929.

2) N. J. Nielsen: Bestemmelse af Spzndinger i Plader ved Anvendelse af Differens:
ligninger (1918) Kebenhavn 1920.

8) H. Marcus: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf der Be-
rechnung elastischer Platien. Armierter Beton 1919.
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I Fig. 1 er vist et infinitesimalt Element af en Plade henfort til et
retvinklet Koordinatsystem med Begyndelsespunkt i Midterplanen, X-
og Y-Akserne beliggende i denne og Z-Aksen vinkelret derpaa. Plade:
elementet er lesskaaret ved fire Normalsnit parvis parallelle med X Z-
og Y Z-Planen. Snitkrafterne er angivne ved deres Verdier pr.

— X X, Lzngdeenhed af Snittene og an-

Y ig "”"-",My:fv’ tages at variere kontinuert fra Snit

L TRAL til Snit. Af Definitionen for Snits
Gy 7‘;111’,"""' Mox* a;‘" ax

i krefter felger for Vridningsmomen-
5 =M i Tl terne, at M,,— M,,.
3y = 1o o 4 §
G (K i

%

oSl g, e S e Jdet den givne lodrette Belasts
Sy, ning er p pr. Arealenhed, faas med
Fig 1. _de i Fig. 1 angivne Betegnelser og
positive Retninger for Snitkrzfterne folgende Ligevagtsligninger:
Ved Projektion paa Z=Aksen

QIdM -

dydx ~+ pdxdy =0.

Ved Momenter om Elementets Kanter

dex

ey ”@a—r@a 0,
mxy

dxdy + O”’dydx-——dedy*O

hvoraf ved Reduktion

3T, or,,
e 1
og j OM’" +
@
Ty S ) dM-“Y + OMY)

Snitkrefternes Variation for forskelhge Normalsnit gennem samme
Punkt af en Plade faas ved Betragtning af det i Fig. 2 viste Plade:
element.

Idet Snitkrzfterne i det skraa Normalsnit s (L=ngde ds) med Normal
n (£ xn=6) kaldes Mn,, M,s og T,, faas Ligevagtsligningerne

T,ds =T,dy + T, dx,
Munds = (M dy + My dx) cos 0 - (M,, dx + M,, dy) sin 6,
Mpsds = — (Myxdy + My, dx) sin@ + (M,y dx + M,y dy) cos 8,

hvoraf findes ved Reduktion:
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T,= T.cos® + T,sin®, (3)
Mpn= M. cos®0 |+ M,,sin*0 |- 2M,, sin 9 cosh, | 5
Mo — (M,;— M.)sin0 cos0 4 M., (cosf —sin®9), | D

<

Af Ligningen for M,, og den til-
svarende for Bejningsmomentet M, paa
et derpaa vinkelret Snit (2 xs =90 6)
faas ved Addition, at

Mnn + Mss = LVlgx + Myy » (5)

hvorved angives, at

Summen af Bojningsmomenterne i to paa hinanden
vinkelrette Normalsniter konstant.

Deformationen af Pladens Midterflade bestaar i, at den antager
Form af en svagtkrummet kontinuert Flade, Nedbojningsfladen,
hvis Ordinater u (positive med Z) maalte fra X Y-Planen kan behandles
som (uendelig) smaa i Forhold til Pladens Udstrekning.

For det i Fig. 1 viste Pladeelement udledes Nedbgjningsfladens Krum-

ninger 2 o u samt Vridnin, Lk direkte af Snitkrzfterne ved
BST dx2 ©B dy> 80 ox oy
Superposition af Virkningerne af de to Bejningsmomenter M,. og M,,
for sig og af Virkningerne af de to Vridningsmomenter M,, og M,.
for sig, idet Enkeltvirkningerne er som de fra bejede Bj=zlker og vredne
Prismer kendte.
Kaldes Materialets Elasticitetskoetficienter E og G og Poisson’s For:
hold », faas, idet I = %;h% folgende Enkeltkrumninger:

M e
fra M., alene — E}’ i XZ-Planen og v }g}x i YZ:Planen,
fra M,, alene | .v&"’i i XZ:Planen og — My i YZ:Planen
o El B '
De resulterende Krumninger bliver da:
0u 1 0%u 1
30 ol (Mx — ¥M,y) og B H (Myy — vM). (6)
Fra M,, og M,. faas Vridningsvinklen
_ My 20049 2My g My O E
" e e e e e S
cller
ofp - %

G 1 2
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For Snitmomenterne findes dernast, idet D= I E’vgi
Mam (T 1), |
My=—D(35+v52) ®)
Mxy:—D(l—v)%-

For Forskydningskrzfterne faas endelig af (8) indsat i (2):

Ved Indszttelse af T, og T, fra (9) i (1) fremkommer en partiel
Differentialligning for Pladens Nedbgjninger:

Oty Oty Oy - p
T 252ee Topi— D (10)

hvilket er Lagrange’s Ligning.

For Plader kan der ligesom for Bjzlker angives en anden Form for
Differentialligningen (10), hvorved den spaltes i to particlle Differential=
ligninger af 2’ Orden, hvilket sker ved at indfere Skalar-Momentet

M+ My,
E R an
som kaldes saaledes, fordi det i Faelge (5) er det samme for alle ortho:-
gonale Normalsnitpar 1 samme Punkt. Ved Addition af de to ferste
Ligninger (8) faas nu som Differentialligning for Nedbgjningsfladen u:

U=

02y . 0% ol
(ﬁ+a;§=—5' (12)

Differentialligningen for Skalar:-Momentfladen U faas af (1), (12) og (9):

0tU | 0*U
2 e _d;ﬁ- === == (13)

Ligningerne (12) og (13) kaldes Poisson’s Ligninger.

Baade u og U er herefter at opfatte som Skalar-Potentialer og deres
Gradienter, Tangentvinklerne {— grad u og Forskydningskrefterne T —
grad U som Vektorer med Aksekomposanter

du Ou iU O

te = 5 ty:(—); ong—dx,Ty—dy
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For en vilkaarlig Retning n faas
e i d

n an

9 d
y d_?: = cos(xn)+ W cos (yn).

oy 08 (xn) —l— = cos (yn),
14)

Udtrykket for 7T, er ogsaa fundet ovenfor i Ligning (3).
Randbetingelserne for Plader, der er simpelt understottede paa plane
polygonale Randkurver, bliver

U=0 og u=0. (15)

Saadanne Plader er da statisk bestemte i samme Forstand som simpelt
understottede Bjalker. 1 dette Tilfzlde kan nemlig de to Poisson’ske
Differentialligninger (12) og (13) leses hver for sig derved, at man
forst bestemmer Skalarmomentfladen U og derefter Nedbsjningsfladen
u. Ved andre Randkurver!) end Polygoner er simpelt understottede Pla-
der statisk ubestemte ligesom indspzndte og kontinuerlige Plader samt
Plader med frie Rande.

Et anskueligt Billede af U- og u-Fladerne for statisk bestemte Plader
faas ved Nedbejningsfladerne for en over Pladens Randkurve med kon:
stant Spending udspendt elastisk Hinde (Membran), naar den belastes

med henholdsvis p og % pr. Arealenhed. For saadanne Nedbejnings:

flader?) er Nedbgjningsordinaterne ved Randen nemlig Nul ligesom Rand:
veerdierne af U og u for statisk bestemte Plader, og Differentiallignin-
gerne vises let at have samme Form som (12) og 13). De her omtalte
Nedbojningsflader kaldes i det folgende Strekflader.

Hjzlpesatninger.

’ed A betegnes en kontinuert Vektorfunktion (Aksekomposanter A,
Ay, A: i et retvinklet Koordinatsystem X, Y, Z).
Ved U betegnes en kontinuert Skalarfunktion.
Divergens af en Vektor A er en Skalar, som defineres ved

. — 04, A4,

dvd = % T e

1) Ved saadanne er Randbetingelsen for U, idet Kurven kaldes s, dens Normal n
og Krumningsradien g,

=0 (1)

2) Sml. Prandtl's Spandingsflade ved Vridning. Phys. Zeitschrift 1903, Bd. 4.
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Gradienten af en Skalar U er en Vektor, som betegnes

grad U
; U dU oU
og har Aksekomposanterne B W dz

Divergens af en Gradient grad U er en Skalar, som betegnes

09[}
div grad U = Ox‘ —{- b —|— 0 = AU.

Tegnet A kaldes Laplace’s Operator.

For et lukket Rum R med Overflade O (Normaler n), som vist i Fig. 3,
kan Rumintegralet af div A4

> § divA-dR = (G+50r 5% dedyes
;,',J % a ved ledvis Integration omformes til Over-
?i"_ 7 , ,, fadeintegralet
. 14 X {(Arcos (xm)+4, cos (m)-+ A cos(zn) 4O
Fig. 3. hvor

A, = A, cos (xn) + Ay cos (yn) -+ A: cos (zn)

L "\Wbetyder Projektionen af A’s Overfladevaerdier ind paa Overfladenorma:
s s -y

Udtonn D i n Muote 2o Aoy Wotdrponoming (ot tnbhir Volumboslomedos 4o
Altsaa \ divd-dR= §A -dO. “(16)

a!chw. & Vlur. = uu.-u,...‘\ fre Doaflectt
Denne Integralformel kaldes Gauss’s Ligning.
Er i Gauss's Ligning Vektoren A specielt en Gradient grad U, bliver

div A = div grad U= AU
og
U U U GU
":?)n %x os(xn) —I— 0 cos (yn) + — cos(zn),

saa at Gauss's Ligning bliver:

{ o (17)

SRAU-dRz i

Er Vektoren A specielt et Produkt af en Skalar U og en Gradient
grad U;, bliver Gauss's Ligning:

’.h-"-".
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SR(UAU1 -+ (grad Uy, gradU))-dR = \ UGU1 dO.
Ved Ombytning af U og U; heri udledes paa samme Maade

SR(UIAU%— (grad U, gradul)).dgzﬂ ?)U dO.
- i ¢

Idet Skalarproduktet — Ak boa

aU, 0U | oU; aU | oU, U
(grad U;, grad U) = Oxl ™ 0—yl By —02—1 % = (grad U, grad U,),

faas ved Subtraktion af de to sidste Integralformler:

GUI dU)d

SR(UJUI— U,4U) dR:SO( Wh—U; 5 (18)

Denne Integralformel kaldes Green's Ligning!).

Naar U og U; er Funktioner af 2 uafhzngige Variable x og y (som
ved Plader) indenfor en plan Flade f begrzn- X
set af Randkurven s (Normaler n), som vist
i Fig. 4, bliver Green's Ligning

SI(UJU,—UIAU)df:S (UOOUI U1%U>ds, (19)

hvor venstre Side nu er et Fladeintegral, som
udstrazkkes over alle Arealelementer af Fladen f
medens hejre Side er et Linieintegral, som Fig. 4.
udstrakkes over alle Elementer af Randkurven s.

Den Retningsafledede for Randkurvenormalen -(—;-); og Laplace’s Qperator -/

betegner her henholdsvis
ok 3
v BT s (xn) + o cos (yn),
i ui e o)
T ay*

Naar U og U, er Funktioner af 1 Variabel x (som ved lige Bjzlker)
indenfor en Strzkning AB af X:Aksen (se Fig.5), faar Green’s Ligning
Formen

1) Beviset her er nxzrmest taget fra: Gans: Einfithrung in die Vektoranalysis.
Green’s Ligning er en Udvidelse af Maxwell-Betti's Sztning, og Beviset kan for
Plader fores ved Hjzlp af Arbejdsligningen paa sadvanlig Maade.

s o byt of o Pkl £ of o ok fo Hoollo 13 Pockhef b

L, ;h,éyr e ¢ / h ch Bl Lm.--h. " B fu.,ﬁ.h/c L7 *wa;.)’[-“‘)“
e B poT—y M Ml et TR wif otud albroe, gt of teen
¢ Hoolay. ) fore Mw‘v—,,.hévf«-mu. - bertetln, wiﬂfﬂua—i.ffmu.‘ (r., tho.
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B B
, oU, U |
— AU — mosl 5L 1 2

SA(U_/IUI v avydx—| U2t — U 521 (20)
" e x hvor venstre Side er et Linieintegral for Strazk-
A 8 ningen AB og hejre Side Differensen mellem
Fig. 5. Grznseverdierne for de indgaaende Sterrelser

a d a2

i —_——— — L’ _

ved B og A, idet et e

Green’ske Funktioner for Plader.

Green's Ligning (19) frembyder sig umiddelbart til Lesning af begge
de Poisson’ske Differentialligninger (12) og (13), som ved Benyttelse af
Laplace’s Operator skrives:

AU=—p og du= — 73 21

Af de to i Green’s Ligning indgaaende Funktioner U og U, kraeves,
at de skal vare eentydige og kontinuerte indenfor Pladen, medens de
ellers kan vare uafhazngige af hinanden. For at faa explicite Udtryk for
Funktionsverdien U, af U i et vilkaarligt Punkt a valges U; som et
dertil egnet partikulert Integral af Ligningen AU; — 0. Funktioner af
denne Art er Green's Funktioner.

Green’s Funktion G tilfredsstiller Ligningen 4G =0 i alle Pladens
Punkter (undtagen i Punkt a, hvor 4G =— HEI?) og har Vaerdien Nul
langs Pladens Randkurve s (Normal n).

Af Green’s Ligning (19) faas da:

4§
INGIE - e e
Ua(— d—f)stGJL df =\ U ds.

For en vilkaarligt understettet Plade faas heraf, naar U f. Eks. betyder

Skalarmomentet for en Belastning p, og altsaa 4U = —p
e \G pdf+\U(——)ds (22)
Szttes heri
U,.o— st -pdf, (23)
faas
[ oG i
= ao—rSU(—o—n)d. (24)

e Mifi«f\& p.f-.wu{ ,1&::.,{ ,“4—-’ fa‘f#CC‘p fc"f’l oLt ’J}n’/ﬁ""zr\

odl A Qenvosard yoe ¥ T B Rk o hw. eef
B ity ol < il ottt huss 8

L t/“{lihtl—t«. rathe., e o e b4 (’{-MA‘{; 46:“'@ G‘l;‘ VJM 7 ‘)‘ Vet d
hede Oampnw cled bl K =0
% st "-f [ PR -‘-—*e‘""{ﬂ & %O
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Specielt for en simpelt understettet polygonal Plade, hvor U= 0 langs
Randen, bliver ;

U=U.o= SG-pdf.

I Analogi med tilsvarende Betegnelser i Bjzlketeorien kaldes U, o det
simple Skalar-Moment i Punktet a, og G ses da at vaere Influensfunk-
tionen (-fladen) for Skalars-Momentet?).

Samme Betragtninger kan anstilles ved Bestemmelse af Nedbejningen u,,
efter at Skalar:-Momenterne U er bestemt, blot at man nu belaster med
(—] og bestemmer u, som Skalar-Moment for denne Belastning.

D
Det er i denne Forbindelse vard at l=gge Ma=rke til, at da G ftilfreds-

stiller en Poisson'sk (Laplace’sk) Ligning

A4G = — k(k = 0 undtagen i Punkt a, hvor k :dif)
og er Nul langs Understotningskurven s, kan dens Funktionsvardier
(ligesom U og u for statisk bestemte Plader) opfattes som Strakflade-
ordinater for Belastningen k. Kraften k- df =1 kaldes den taznkte Be-
lastning. f

Ved Plader bliver G's Funktlonsvazrdler som bckendt uendelige i Om:
egnen af det betragtede Punkt a, og da Bestemmelsen af G ofte er om-
steendelig og tilmed kun gennemferlig for specielle Randkurveformer, er
Funktionen G for Plader ikke umiddelbart praktisk anvendelig i denne
Form. Ved Bjzlker faas derimod endelige Ordinater overalt, idet Green's
Funktion her er den bekendte Influenstrekant (for det simple Moment)
med Toppunkt i det betragte Punkt a.

1) Anvendes (24) paa en lige vandret simpelt understettet Bjelke AB af Lzngde [,
paavirket af en lodret Belastning p samt af Momenterne M, og My ved Enderne,
faas af (20), idet U, her bliver Momentet M, i Punkt a2 med Afstandene x og x'

fra henholdsvis A og B, den bekendte Formel

Ma:Ma,0+MA Er_*—MB%'
hvor
M, o= SG‘P dx,
og G Influensfunktionen (:linien) for det simple Moment M, ,.
Med tznkt indirekte Belastning og Knudcpunktcr alene i A,a og B faas, naar

P, er Knudepunktstrykket i a, og altsaa M, (= P I —, Momentformlens Differens:

form
S ﬁMA_Ma_Ma_MB
m x x
ol =0 (X Xy 4 'Y"“ 2
h : SG},“J hc.}\"‘ 2 A 4 Ja 7 "?\l L, 2p¥X
-
e X
& -
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Grunden til denne Forskel er, at de to Tilfzlde kun tilsyneladende er
analoge. En n®rmere Betragtning -viser, at der til den tznkte Belastning
ved Bjzlker (betragtede som Pladestrimler med cylindrisk Deformation)
svarer en Liniebelastning ved Plader (og ikke en Punktbelastning). Ved
Bestrebelser, der gaar ud paa at bringe Pladers Beregning paa samme
Form som Bj=zlkers, ligdger det da ner at forsege med saadanne Green’'ske
Funktloner der fremstilles ved Strakflader for Liniebelastninger.

X Green’ske Funktioner svarende til Linie-
belastninger kaldes i det felgende F. I Fig. 6
er vist en Liniebelastning 7. pr. Lzngde-
enhed af Kurven 6 (Normal ») for en Strxk-
flade med Understetningskurve s (Normal n)
lig Pladens Understetningskurve.
s Funktionen F skal da tilfredsstille #4F=0
! undtagen paa o og have Verdien Nul langs s.
Fig. 6. Af (19) felger, idet ¢ udskzres!) ved det i
Fig. 6 viste punkterede Snit, som da medregnes til Randintegralet,

ﬂFAUdf [(“E) (“E)Jd0+ —d’s
_S [(ov) (GU”

Da
3 oU U\ 0 BEN
au=—p, (3) —(5%),=° 5 {5) ~ ).~
faas
SfF-pdf- \ Uotodo +§ U —Fds
eller

\ Uenodo =\ F-pdf+ | U, (- (;—f)ds. (25)

Ligning (25) er ganske analog med (22), men venstre Side udtrykker ikke
1 U, explicit.
~ Som Understotning for Streekfladen til den tenkte Belastning er man
ikke bunden til udelukkende at benytte Pladens Randkurve, men kan til
Optagelse af Strakfladens lodrette Lejetryk bruge en vilkaarlig anden
lukket Kurve s (Normal n) Reaktionskurven, beliggende i XY-Pla-
nen og indenfor Randkurven, medens denne stadig optager Strzkfladens
Horizontaltrak.
Idet den t@nkte Belastning herved maa anbringes indenfor Reaktmns’
kurven s, faas henholdsvis for Punktbelastning (for G) og Liniebelast-

1) Sml. Gans L. c.
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ning (for F) Formler ganske som (22) og (25), hvis Integraler dog nu kun
skal udstrzkkes over Omraadet indenfor Reaktionskurven s og over selve
denne.

Fordelen ved Anvendelsen af saadanne indre Reaktionskurver er, at
man kan vezlge disse vilkaarligt og saa bekvemt som muligt for Funk-
tionerne G og F, hvilke nu bliver uafh®zngige af Formen for Pladens
Randkurve.

Pladers Differensligninger.

1. Reaktionskurven en Cirkel.

Er Reaktionskurven en Cirkel s med Radius 4 (se Fig. 7), faas for en
Punktbelastning i Centrum en Green’sk Funktion, som i polere Koordi-

\ //‘ nater (r, #) og med Polen i Kraftens An-
(<)
grebspunkt a kan skrives
X
1 .4

At G =0 langs s (r=4), ses umiddel-
bart, og at 4G =0, vises let ved Diffe-
rentiation. Da endvidere

%

%
I B e e |
1 o - ses ogsaa, at den tilsvarende tankte Belast:
e ning er en Enkeltkraft 1 i Centrum.
For en Plade med Belastningen p faas dernmst af (22) for Skalar-Mo-
mentet

%3“___1
o | 2ar

e moelent 3 ]

A o a2\

27 )
1 . 4 1
et S e
U, 50 '\0 oy l = prdrd@ —!—50 U, (23_1) ds.

Som bekendt Sterrelse, naar Belastningen p er givet, s®ttes heri:

l a2t Al j_
P,:E.\ do\ 1 prd, (27)

o o
hvorcfier faas:
5

U, df

*0

1
Ua:PJ+2n.

eller

¥
Po=Ui—o \ U, de. (28)
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I B e e |
1 o - ses ogsaa, at den tilsvarende tankte Belast:
e ning er en Enkeltkraft 1 i Centrum.
For en Plade med Belastningen p faas dernmst af (22) for Skalar-Mo-
mentet

%3“___1
o | 2ar

e moelent 3 ]

A o a2\

27 )
1 . 4 1
et S e
U, 50 '\0 oy l = prdrd@ —!—50 U, (23_1) ds.

Som bekendt Sterrelse, naar Belastningen p er givet, s®ttes heri:

l a2t Al j_
P,:E.\ do\ 1 prd, (27)

o o
hvorcfier faas:
5

U, df

*0

1
Ua:PJ+2n.

eller

¥
Po=Ui—o \ U, de. (28)
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Linieintegralet i (28) angiver Middelverdien af U langs Reaktionskur:
ven s, og dette kan om enskes opleses i en Sum af Middelverdier for
vilkaarlise Partier af denne. Formel (28) kan derfor anvendes til Dan-
nelse af Differensligninger for Middelvardier af U.

For Punkter af en Plade bestemt ved et Kvadratnet med Maskevidde
% kan man herved gaa frem som vist i Fig. 7 for Partiet om Punkt a.
Idet U;, Us, U; og Uy er Middelvaerdier af U for hver af de fire Kvadran«
ter af Cirklen, som har Kvadratnetspunkterne 1, 2, 3 og 4 til Midt-
punkter, faas af (28)

Bt R p 0 O U
eller
+ U ]
— 4P, =4+ U, — 4U,+ U,. - (29)
+ U, l

For Nedbgjningsordinaterne u faas en lignende Formel, blot at der i
(27) sa:ttes% i Stedet for pt).

Specielt for en ensformig fordelt Belastning p faas af (27) 4P, = pi>.

Differensligninger af denne Art svarende til en rektanguler Inddeling
af Pladen vilde man faa af en Green’sk Funktion G for en elliptisk Re:-
aktionskurve.

2. Reaktionskurven et Rektangel. W

Er Reaktionskurven et Rektangel,
og sker Liniebelastningen langs et = > X
Kors, hvis Arme 4, 1, og Ay, 4, er pa-
rallelle med Rektangelets Sider, hvorved y- S -
dette deles i fire Ruder, som vist i
Fig. 8, kan som Green's Funktion F y
bruges Ligningerne for fire hyperbolske
Paraboloider med Ordinater Nul langs y« |- 2
Reaktions'kurven og faelles. Ordinater b g ey
(som varierer efter rette Linier) langs >
Belastningskorset. )

Akserne i Hovedkoordinatsystemet

T

i fake o
l
e

——— ]

(I Pl I

Fig. 8.

1) Ligning (29) for U eller u stemmer overens med den Form for Pladers Differens-
ligninger, som angives af N. J. Nielsen l.c., men er dog en Forbedring, idet
Knudepunktsirykket i (29) er veldefineret.
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fire hyperholske Paraboloider F valges et dermed parallelt sekundeart
Koordinatsystem (&,7) med Begyndelsespunkter i Reaktionsrektangelets
4 Hjerner.

I hver Rude bliver Ligningen for F da af Formen

&
Tl

F=Fy

(30)

hvor F,, er Funktionsverdien i Korsets Midte.

At disse Funktioner tilfredsstiller Randbetingelsen F — 0 langs Reak-
tionsrektangelets Sider og #4F—0 i alle Punkter af Ruderne, ses umid-
delbart.

Til Betegnelse af de to Szt rette Linier, Systemlinierne i Belastnings- og
Reaktionskurve anvendes Nummerering af deres Skeringspunkter med
Hovedkoordinatsystemets Akser, saaledes som vist i Fig. 8. Sterrelser,
som refererer sig til en Linie, faar Liniens Nummer som Enkeltindex, og
Sterrelser, som refercrer sig til et Punkt, faar de to skerende Liniers
Numre som Dobbeltindex, 4, og 4, kaldes Faglengderne.

For en Plade med Belastning p findes nu af (25) for Skalar-Momenterne
"
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Ved Division med F,, paa begge Sider af Lighedstegnet bliver venstre
Side

Vi
P Sfﬂ ey (32)

Da F: F,y er lig 1 i Punkt (x, y), ses, at P;, betyder Knudepunkts:
trykket i Punkt (x,y), naar Belastningen tznkes at virke indirekte
paa Pladen gennem et simpelt understettet Ristvaerk i hver Rude. |

Ved samtidig Omordning af Leddene paa hejre Side af Lighedstegnet
i (31) faas Formen:

A
1 \‘ y(Ux—l—Ux Ux'—“Ux-i-l)
P — ; ndy
ll'"o ]'x }"x
A
l\y(Uxfl'—Ux Ux_UxAI) gt
- - n'dr
+Ay.u )"x lx C s | -
—P,= 5 (33)
1 3 (Uy—l R U}l Uy Uy+l) &
= = d
+ leo ly 2’y ] ‘f
z
e D
"X Wp ¥y

De paa hejre Side af Lighedstegnet i (33) indgaaende Veardier af U
hkenhorer udelukkende til Reaktionsrektangelets og Belastningskorsets Li-
nier, Systemlinierne, og Leddene paa hejre Side ses saaledes at betyde
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Trykkene fra de paa navnte Linier staaende E—jzﬂader fordelt paa Belast:

ningskorsets Endepunkter og Midtpunkt efter Reglerne for indirekte Be:
lastning som ved Bjzlker.

Man kan derfor som vist i Fig. 9 ligesom ved Bjzlker dele Systemlini-
ernes U-Flader i en nedre trapezoidal Del, som er bestemt alene ved Vzr-
dierne af U i Systempunkterne, og en evre Del (A eller 4'), som afhan-
ger af U-Fladens Forleb mellem disse Punkter.

Som Ligning for Systempunkternes U:Verdier fremkommer herefter
folgende Form:

Oy, yfIUxml.yv —1+(’t,\'. y—1 Ux. y--1 'Jf'“x-{»l.y_] Ux+l. y—1 + -
—Py=§\0—1y Usy —8oy Uy Aty U,y + (+lAly, (34)
&1, y-+1 Us—1, pr1 8, yr1 Us, y +0‘x+1 y1Uet, 1

hvori
Tk 1 Gk
ax—l.y—lz%(iJrI;). G, y—1 _{ y“i-2 ):), ax+l.yu1=é(4+f),
R e e A x, L
Cx—Luy —é—(ZTx—f-y-’r-Zl—x— 1;)' Cry=% (;r‘rj_ + + + +;_ +ﬁ \,
g Popge S
i,y =_1':3 275_ };’i“Zi'— l_)’ Ox—1, y4-1 =é’ (l_i + E),
Ay s =k Tl o Ha
aryis M5~ FH2E-F)s ey —HF+7)
og
_]-_ Ax—19x—1 — A = Ax’}x = x4-1’7x+1
4y, Ay
1 (A1 — Ay Adjx— AIJ_ﬂ;xH
= 7 (=1
R a5 U Ay—iéy 1 — AE Vop. Ay — A,,+1;,,+1
A i,
st A&y — A5 A% — A}'—lw+l
2 2 Z

Inddeles hele Pladen i rektangulzre Ruder ved to paa hinanden vinkel-
rette Systemer af parallelle Linier med Nummerering som antydet i Fig.
8 og 9 faas for hvert Systempunkt en Ligning som (34), der kan udledes af
denne ved Andring af Indices. Ligning (34) kan da opfattes som Diffe-
rensligningen til Bestemmelse af Skalar-Momenterne i Systempunkterne.

Til Bestemmelse af Nedbejningerne u faas en lignende Differenslig-

ning, hvor P,, blot skal bestemmes for% som Belastning.

Valges specielt alle Faglengder 4 ligestore, bliver alle Verdierne af
a i (34) lig 1.
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Hvis Faglangderne valges saa smaa, at U-Fladen kan regnes
(tilnzrmet) retliniet mellem Systempunkterne, falder Bidraget [A]., bort.

Ved store Faglengder kan Bidraget [A]., fra AsFladerne ikke udela-
des. I saadanne Tilfzlde maa man derfor skonne A-Fladernes Form mel-
lem tre paa hinanden folgende Systempunkter. Ved Hjzlp af Strekfladen,
hvis Hovedform ikke er vanskelig at danne sig et Begreb om, kan Skennct
gores tilstrekkelig godt til allerede ved forste Gennemregning at faa en
god Tilnermelse, som eventuelt kan forbedres ved Omregning. Som bru-
gelige Kurver til Begrensning af skennede A-Flader kan i de fleste almin-
delige Tilfzlde med Fordel benyttes Parabelbuer ved kontinuerte Belast-
ninger og Parabelbuer eller rette Linier ved Enkeltkrefter.

Ved rektangulare (ikke altfor aflange) Plader kan man gaa helt ned
til eet Systempunkt paa Pladen, medens Resten ligger paa Omkredsen.
Ved simpelt understottede Plader opnaas herved explicite Udtryk for
U (og u) i ethvert af Pladens Punkter.

Ved meget aflange rektangulere Plader valges eet Systempunkt for
den korte Led og paa den lange Led saa mange, at Faglengderne bliver
omtrent Halvdelen af den korte Spandvidde. Ved simpelt understettede
Plader faas da eet Szt Clapeyron’'ske Ligninger for U og ligeledes for u.

Specielt for cylindrisk deformerede Plader (Bjzlker) bliver med Y-
Aksen som Frembringerretning:

A= A,;c-l = A, = A; :Ax—i-l == /‘];:-4-1 =0,
Ay 1> Ay~ Ay og Ay S Ay Ay,

hvoraf ses, at [A],,= 0. Endvidere er

Ux—l.yfl :Ux—l.y: Uxfl.y+l = Mx—l: Ux,y—I: xy — Ux, pt1— M, og
Ux-H.yAl = Ux+1,y= x+1,y+1 = M +1-

Af (34) faas da for Pladebredden 1:

My ; — M, M,— M,
- ny = }_x — 2“; ’

der er velkendt som Bjzlkers Differensligning.
At Leddet [A],, forsvinder identisk ved Bj=lker og ikke ved Plader,
er altsaa den fundamentale Forskel paa de to Tilfzlde.

3. Andre Reaktionskurver.

Green'ske Funktioner kan antage mange andre Former end de n®vnte.

Ved simpelt understottede polygonale Plader kan man ofte med For-
del valge Green'ske Funktioner, hvis Straekflader fremkommer ved straa-
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leformet Liniebelastning fra et Punkt til Randpolygonens Vinkelspidser
og saaledes faar Form af Pyramideflader. Linieintegralet paa venstre Side
i (25) bliver for hver Belastningslinie pros
portionalt med dens Skalarmomenters Sum,
da 7, er konstant, og Randintegralet bliver
Nul, da U, er lig Nul. Et Eksempel herpaa
er vist i Fig. 10 for Centrum af en lige-
sidet Trekant. Idet ¢ —=r i denne Figur,
faas:

E.’c',grU, dr =\. F-pdf. (35)

L) e'f

Eksempler.
1. Simpelt understottet kvadratisk Plade (Sidelinie !) med ensformig
fordelt Belastning p, Fig. 11 og 12. Beregning af Skalarmomenter og Ned-
bejning.

— Ag2/) A*ga/

Ay~Q 3/~

Ay 2/

Fig. 11.

Idet Belastningskorsets U:Flader skennes at vare Parabler med fzlles
Ordinat U i Punkt (2,3), som vist i Fig. 11, og Randens U-Flader er Nul,
faas:

Af (32)

Prs—1pP(0,2:0,3 + 0,8:0,3 4 0,2:0,7 4 0,8:0,7) = 1 pl
og derefter af (33):



3 2 3 28
oo 3.3 )
a-(ﬁ%ﬁ oLn) [(ifi-lu-o,zzjL S U-o,zl)
+(% S U081+ ? U 081)]

%"’F: : UBZ(“%&)*’IQ(H12)+§(1)(1+16)

5925
+ﬁ(1+1)]=~U-§6—:
84

U= 1975 pE=—— 23 5 pl2 = 0,0426 pP i Punkt (2,3).

A=Qs/ A, =05/
3
Er
<
w
e
2

?’ Y .—”‘- ‘.\"ﬁ--.. 14

i v ~

Fig. 12.

For Midtpunktet (5,5) faas med de i Fig. 12 viste parabolske U-Flader
med fzlles Ordinat U i Punkt (5,5) og, idet Pss = LpP:

B 2 o T,
i ( 51+051)(3 2”051“L 2 ?'?U'O"l)'4'

— Bl
3
40

U= _—_pl? = 0,075 pl? i Midtpunktet (5,5).
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Naar Pladens SkalarsMomenter saaledes er beregnede Punkt for Punkt,

kan Nedbejningerne u beregnes paa samme Maade af (33).
For Nedbejningen u i Pladens Midtpunkt (5,5) faas (med Leitz’s!)
Vardier for U i Tiendedelspunkterne) af (32):

\'U o - dxdy

Q’

eller ved at oplese Integralet i en Sum:

P5,5=i£-0,ll- 0,11(0,0736+4-0,0712-£+44-0,0633- 2-+4-0,0498 - 2-+4-0,0290.

D
+4-0,0688-4£-41-8-0,0612-8-£-1-8-0,0481-%-41-8-0,0282-1
+4.0,0548-2-21-8-0,0432-2-2-18.0,0256-1-2
—+4-0,0344-2-2-1-8-0,0209-1-2
+4-0,0130-1-1
som udregnes til

Pss— %20,11-0,11- 1,350512,
og af (33):
4
-%-0,01350512=—§—u(1+i)-
3 1 S
u = 75-0,01351 "b = 0004053% i Midtpunktet (5,5).

2. Simpelt understottet Plade af Form som en ligesidet Trekant (Side-
linie s) med ensformig fordelt Belastning p, Fig. 10.

Af (35) faas for U i Trekantens Centrum, idet Streekfladepyramidens
Toppunktsordinat kaldes Fj:

\ U,dr =p- 3—]/3 1F,,
vo

:251/’3"

3. 2—|/_ 1Ur=p-3— W 3.1 F,,
U= {5 pr® i Trekantens Centrum.

3. Simpelt understottet kvadratisk Plade, belastet med en Enkeltkraft P
i Midtpunktet. Beregning af Skalarmomenter i Tiendedelspunkter.

1) Leitz: Die Berechnung der frei aufliegenden, rechteckigen Platten. Berlin 1914.

ot
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For de Systemlinier, der gaar gennem P, valges Parabler som U-Flader,
og for de evrige Trekanter. Begge Typer er vist i Fig. 13.
For Punkt (2,5) faas med de i Fig. 13 viste U:Flader af (32)

= Araa/r———— A, qa/

X, Q5 ——f=— ), =q 5/

v

Fig. 13.

051 5

Bi=Bom—e P

og derefter af (33)

1 1
— 1 P=— (g5 + o) GU-05L- 34 4U-051-3)

fdty 0,48851
”(BFJJF 0—,5—1)(@-0,21 +4U-6,051- 2258 )

U:%%Pz 0,0867P i Punkt (2,5). Leitz har 0,0933P.
b3
For Punkt (2,3) faas med to Trekanter (Toppunkter paa Linier gennem

P parallelle med Pladekanterne) som U:Flader af (32)
0,51 0,51 25

071081 & D
og derefter af (33)
LT ; 0,514-0,7
”%%P:*(o—,zfro,sz) (‘%U '0’31'-%+%U-0.7l-%+-é--%%Uoo,ﬂ-%%_
el 0,514-0.8
_(TH‘ITOJI)(W 0,21-5+4U-0,81-3+4-45U-0,81-% oi_u—l)‘

=

1
15,2
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